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Zusammenfassung

Die grundlegenden geometrischen Abhéangigkeiten an den in der Fertigung von zylindrischen
Flachenelementen haufig zu beobachtenden Gleichdickabweichungen werden zunachst am
Beispiel des Fiinfbogengleichdickes abgeleitet. Nach der Ubertragung der erarbeiteten For-
meln in die Syntax des Computeralgebra-Systems Maple V wird dessen Funktionalitat dazu
benutzt, weitere Formeln zur Abhangigkeit der relativen Maf3- und Formabweichung von den
Gleichdickradien abzuleiten und zu visualisieren. Die Visualisierung beschréankt sich dabei
nicht nur auf die Darstellung von zwei bzw. dreidimensionalen Funktionsgraphen, sondern
bertcksichtigt auch die geometrischen Funktionen, mit denen die Umrisse von beliebigen
Gleichdickquerschnittformen in Maple V generiert werden kénnen.

1 Motivation

Die unabhéngige Prifung von Maf3- und Formabweichungen gemafR ISO 8015 birgt insbe-
sondere bei sogenannten Gleichdickformen nicht unerhebliche Gefahren. Beim Gleichdick
handelt es sich um eine tlckische, da regelméfige Formabweichung an Zylinderquerschnit-
ten, wie sie beispielsweise nach einem Einspannen und Bearbeiten von rohrférmigen Werk-
stiicken im Dreibackenfutter einer Drehmaschine auftreten kdnnen (Dreibogengleichdick)
[Jorden98]. Hinsichtlich der Quantifizierung der bei einer Zweipunktmessung unerkannt blei-
benden Formabweichung findet sich in der Literatur meist nur der Hinweis, dal3 diese bis zu
15% des erfaldten Istmaf3es beim "scharfkantigen" Dreibogengleichdick betragen kann [We-
ber92].

Zweipunktmal? |

Paarungsmal M, =1,077 |

Abb. 1: Zweipunktmalfd | und Paarungsmafl} Mp am Dreibogengleichdick mit Rg/rg = 3
bzw. a/ry = 2 (Bezeichnungen entsprechen Abb. 2)

Der Betrag jedoch, um den sich das PaarungsmalR Mp vom Zweipunktmald | an einem belie-
big "abgerundeten” Gleichdickquerschnitt unterscheidet (in Abb. 1 sind dies z.B. 7,7 %), be-
darf einer gesonderten Untersuchung, die durch den Einsatz einer zeitgemalien Computer-
algebra-Software wesentlich erleichtert wird.
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2 Ableitung der geometrischen Abhangigkeiten am Gleichdick

Die Konstruktion eines regelmafigen n-Bogengleichdicks geht von einem Grundpolygon der
Seitenlange a aus, um dessen n Eckpunkte jeweils ein Bogen mit Radius rg und — um 180°
versetzt — ein weiterer Bogen mit Radius Rg geschlagen werden.

Die Formabweichung an regelméaRigen Gleichdickquerschnitten hangt dabei von der Anzahl
der Bogen des Gleichdicks n und dem Verhaltnis der beiden Gleichdickradien Rg/rg bzw.
dem Quotienten aus der Kantenlange a des Grundpolygons und dem kleinen Gleichdickradi-
us rg, wie in Abb. 2 gezeigt, ab. Dabei wird exemplarisch das Funfbogengleichdick zur Ablei-
tung der fir alle n-Bogengleichdicke gleichermalRen giltigen Grundformeln benutzt.
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Abb. 2: Geometrische Zusammenhénge am regelméaniigen n-Bogengleichdick (abgeleitet

am Funfbogengleichdick mit eingezeichnetem Grundpolygon der Kantenlange a)

Der Winkel ¢ zwischen dem Umkreisradius r, und der Kante a des Grundpolygons im n-
Bogengleichdick sowie der Winkel y zwischen dem Umkreisradius r, und der Sehne s be-

rechnen sich wie folgt:

ho$_ 7 (Gl. 2.2)
2 2n

Die Lange der Sehne s zwischen zwei "gegentiberliegenden" Eckpunkten des Grundpoly-

gons ist gleich der Differenz aus den beiden Gleichdickradien Rg und rg. Der Umkreis um
das Grundpolygon r, laRt sich dann mit dem Cosinussatz ermitteln:
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Das Zweipunktmaf3 I, das Paarungsmall Mp (entspricht dem angrenzenden Hiillkreis MCC)
und der groRte eingeschriebene Kreis MIC ergeben sich mit dem kleinen und grof3en
Gleichdickradius rg und Rg wie folgt:

I'=Rg + I (Gl. 2.5) M, =2(r,+ry)=MCC (Gl 2.6)

MIC=2(Ry —1,) (Gl 2.7)

Um ermessen zu konnen, welchen Fehler man beim Benutzen des ZweipunktmalRes | am
Gleichdick macht, wird der Quotient Mg/l bzw. die Differenz von MCC und MIC als Mal3 ftr
die Kreisformabweichung fx gebildet:

R = Fa). | +
M p ( Gl Gl ) l—COS(%) f i
I = RGI + 1y (Gl- 2-8) K —( Gl rG|)

2rg,

—1J (Gl. 2.9)

1+ cos(%)

Zur Verbesserung der Transparenz der nachfolgenden Visualisierung von Abh&ngigkeiten
wird nun der Quotient g, der Gleichdickradien Rg und rg so eingefihrt, daf3 die Summe der
beiden Radien (also das Istmalf3 I) unabhangig von g, konstant gleich Eins bleibt.

q = Gl. 2.10 1
r . 2. | P——
( ) Gl l qr

rGI
Mit g, gemaf (Gl. 2.10) und rg nach (Gl. 2.11) ergeben sich die Gleichungen (Gl. 2.8) und

(Gl. 2.9) wie folgt:
M, 0, — 1 ++/2 \/1+cos(2) (1—qr)(x/§—\/l+005(%))
— =2

' (q, + 1) y1+cos(7)

(q, + 1) y1+cos(Z)

(Gl. 2.11)

(Gl.2.12)  f, = (Gl. 2.13)

3 Visualisierung der Abhangigkeiten mit Maple V

Zur Visualisierung der Abhangigkeiten wurde die PC-gestitzte Version 5.0 des von Waterloo
Maple Inc. entwickelten Computeralgebra-Systems Maple V eingesetzt. Maple V gehért ne-
ben Mathematica (von Wolfram Research) zu den leistungsfahigsten Mathematik-Software-
Paketen [Schram98]. Das Paket erlaubt sowohl die zwei- und dreidimensionale Darstellung
von Funktionsgraphen als auch das Zeichnen von geometrischen Elementen.

3.1 Visualisierung der Funktionsgraphen

In Abb. 3 ist fir die Bogenanzahl 3, 5, 7, 9 und 11 aufgezeichnet, wie sich Mp/l in Abhangig-
keit vom Verhéltnis der Gleichdickradien q, verhalt. Jeder der finf Verlaufe zeigt, daR Mg/l
mit wachsendem q, zunachst stark ansteigt, um sich dann der jeweils von der Bogenzahl n
abhangenden Asymptote Mgp/lmax @anzundhern. Um ein Gefuhl fir die Grol3e von g, zu vermit-
teln, ist links in Abb. 3 zusatzlich das in Abb. 1 gezeichnete Dreibogengleichdick eingetra-
gen.

Der Wert Mp/lmax betrdgt beim Dreibogengleichdick 1,155, was der so oft zitierten, fast 16
prozentigen Abweichung des Paarungsmalles vom Zweipunktmald entspricht (Abb. 4). Mit
zunehmender Bogenanzahl n nimmt Mp/lax jedoch exponentiell ab und betragt beim Elfbo-
gengleichdick nur noch ein Prozent (Mp/lnhax[N=11] = 1,01).
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Abb. 3: Paarungs-/Zweipunktmal3 an Gleichdickquerschnitten in Abhangigkeit von Bo-
genanzahl n und Radienverhaltnis g, (mit eingezeichnetem Beispiel nach Abb. 1)
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Abb. 4: Abnahme des maximalen Paarungs-/Zweipunktmales an Gleichdickquerschnit-
ten in Abhangigkeit von der Bogenanzahl n (2D- und 3D-Maple-Graph)
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3.2 Visualisierung von beliebigen n-Bogengleichdick-Querschnitten

Mit geringem Aufwand erlaubt das Paket "geometry" von Maple die Erstellung einer einfa-
chen Zeichenprozedur, welche nach Vorgabe der Bogenanzahl n sowie des Gleichdickra-
dien-Quotienten g, den Querschnitt eines beliebigen Gleichdickquerschnittes visualisieren
kann.

Quelltext “Prozedurdefinition™ Quelltext "Prozeduranwendung" und

> restart; with (geometry): with(plottools): resultierende Bildschirmausgabe

>ZeichneGleichdick:= proc(n,qr) > n_list:=[3,5,7]: gr_list:=[5,100000]:
for z1 from 1 to nops(qr_list)
local rgl,Rgl,IM,s,ru,phi,a,psi,EP,win,L,z,c,lim, do
MP_IM_rel, Bezeich: ZeichneGleichdick(n_list[1], gr_list[z1]);
od;
Rgl:=gr*rgl: rgl:=1/(1+qr): IM := Rgl+rgl; s:= Rgl-rgl: "Formabw. ( n=3, Rgl/rgl=5) " = .103133692

phi:= Pi/2-Pi/n: psi:=Pi/(2*n):
ru:=evalf(s/sqrt(2-2*cos(Pi/2+phi))):
MP_IM_rel :=(2*(ru+rgl)/IM -1):
Bezeich:= cat( "Formabw. (n=",n,", Rgl/rgl=",qr,")"): 029
print(); print(Bezeich=MP_IM_rel);

044

07 -
RegularPolygon(GP, n, geometry[point](M,0,0), ru): 029
geometry[circle](MP,[M, (ru+rgl)]): 044
geometry[circle](MIC,[M,(Rgl-ru)]): e
EP:= map(coordinates, DefinedAs(GP)): -04-02 0 02 04
win:=2*Pi/n: L:=]: "Formabw. ( n=3, Rgl/rgl=100000 ) " = .154697445
forzfrom1lton 0o
do 0.4:
c[z,1] := pieslice(EP[z], rgl, -psi+(z-1)*win..psi+(z-1)*win, 071
color=cyan):
c[z,2] := pieslice(EP[z],Rgl, -psi+Pi+(z-1)*win..psi+Pi 03 .
+(z-1)*win, color=cyan): 027
L:=[op(L).c[z,1],c[z,2]]
od: -044
L:=[op(L), draw([MP,MIC,M,GP])]:lim:=1.05*radius(MP): 06 e e
plots[display](L, view=[-lim..lim, -lim..lim]); 0402 0 0204 06
end;
Abb. 5: Quelltext der Definition und Anwendung zur Prozedur "ZeichneGleichdick" sowie

das Ergebnis am Bildschirm

In Abb. 5 links ist der Quelltext der Prozedur "ZeichneGleichdick" wiedergegeben. Die Ver-
wendung der Prozedur und die dazugehérige Bildschirmdarstellung befinden sich rechts im
grau unterlegten Feld.

4 Ergebnis

Computeralgebra-Systeme fassen das mathematische Expertenwissen zusammen und stel-
len es dem Benutzer in kompakter Form zur Verfligung. Bei entsprechend sorgféltiger Mo-
dellierung der Grundabhangigkeiten eines technischen Problems kénnen sie den Ingenieur
beim fehleranfalligen Umstellen und Lésen von Gleichungen unterstitzen. Insbesondere die
vielfaltigen Visualisierungsmdoglichkeiten erlauben eine schnelle Plausibilitdtstberprifung
von Ergebnissen, die — bei fehlerhafter Problemformulierung — allerdings auch weiterhin un-
sinnig sein kdénnen.
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